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MEINER MUTTER 



UND 



DEM ANDENKEN MEINES VATERS 



GEWIDMET. 



THESEN. 



I. Die Definition des bestimmten Integrals sollte in der Darstellung der Inte- 
gralrechnung der des unbestimmten vorausgehen. 
IL Von den analytischen Hülfsmitteln der Flächentheorie sind die Theorie 
der quadratischen Differentialfoimen und die der orthogonalen Systeme 
von gleich hervorragender Bedeutung. 

III. Die Algebra ist eine formale Wissenschaft. 

IV. Die Annahme einer unteren Grenze für die Teilbarkeit der Materie enthält 

nichts undenkbares oder widersinniges. 
V. Wesentlich an einer physikalischen oder chemischen Theorie ist die ma- 
thematische, unwesentlich die anschauliche Formulierung der Voraus- 
setzungen. 
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ÜBER DIE INVARIANTEN 

LINEARER UND QUADRATISCHER BINÄRER DIFFERENTIALFORMEN 

UND IHRE ANWENDUNG AUF DIE DEFORMATION DER FLÄCHEN 

VON 

GEEHARD HESSENBERG 

In CHABLOTTENBUBQ— BERLIN. 



In der vorliegenden Arbeit habe ich versucht, die Hauptforraeln der 
allgemeinen Flachentheorie, unter specieller Beachtung des Biegungspro- 
blems, einerseits in möglichst algebraischer und formal abgekürzter Weise, 
andererseits so herzuleiten, dass die Invarianz der für allgemeine Coordi- 
naten gültigen Formeln unmittelbar in die Augen springt 

Zu diesem Zwecke ist zunächst durch Anwendung der Begriffe der 
Co- und Contragredienz das Nachrechnen von Transformationen vermieden. 
Sodann ist durch Einführung einer der Differentiation verwandten Opera- 
tion, die ich cogrediente Differentiation nenne, erreicht Avorden, dass die 
cogredienten Differentiale irgend welcher Grössen bei Coordinatentransfor-. 
mationen dieselben Substitutionen erleiden, wie diese Grössen selbst. 

Mit den in den ersten vier Abschnitten gewonnenen Hülfsmitteln er- 
geben sich im Abschnitt V die Eigenschaften der gebrauchlichen Differen? 
tial Parameter. Abschnitt VII giebt einen Überblick über die vielgebrauchten 
orthogonalen Systeme, die von zwei Parametern abhängen. Sodann folgt 
im Abschnitt VIII die Herleitung der Differentialgleichung 
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in IX die der Codazzischen Formeln und der Gaussischcn Relation, in X 
die der Weingartenschen Differentialgleichung, aus der sich die bisher 
bekannten Classen aufeinander abwickelbarer Flächen bestimmen lassen. ^ 

Im folgenden Abschnitt wird eine eigenartige Singularität der letzt- 
genannten Differentialgleichung untersucht, auf die inzwischen auch Hr. 
Weingarten selbst unter Bezugnahme auf vorliegende Arbeit aufmerk- 
sam gemacht hat. ^ 

Unter Umstanden liefert nämlich die in Rede stehende Differential- 
gleichung nicht alle Biegungen der gegebenen Fläche. Ich zeige, dass 
die Differentialgleichung auf unendlich viele Arten so aufgestellt werden 
kann, dass eine beliebig vorgeschriebene Biegung durch ihre Integration 
nicht gefunden wird. Andererseits lässt sich für jede Fläche diese Singu- 
larität vermeiden. Ich leite ferner das Kriterium für das Eintreten der- 
selben mit Hülfe einer im Abschnitt VI geführten Untersuchung her und 
zeige, dass die Bestimmung der nicht gefundenen Biegungen auf eine 
gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung führt. 

Im letzten Abschnitt sind einige specielle Beispiele hierzu untersucht. 

Es sei mir an dieser Stelle gestattet, den Hrn. Weingarten und 
Knoblauch für ihr Interesse an der vorliegenden Arbeit und nützliche 
Ratschläge bei der Ausarbeitung meinen Dank auszusprechen. 



I. 

§ I. In den nachfolgenden Untersuchungen bezeichnet abkürzungs- 
weise f, ir,f(,) oder x^(^ das System der n Grössen ^xj^ky^i,x oder Xi^xy 
X = 1 , 2 . . . w. Von zwei Systemen, die mit entsprechenden Buchstaben 
des griechischen und lateinischen Alphabets bezeichnet sind, soll ange- 
nommen werden, dass sie contragredient sind, d. h., dass bei linearer Trans- 
formation des einen das andere die inverse und transponierte Substitution 

* Weingarten, Memoire aur la dSformatton des surfaces^ Preisschrift der Pariser- 
Akademie. Acta math. Bd. 20, p. 159 ^* ^'^ Citate beziehen sich auf die Publica- 
tlon in den :^Mömoircs pr^sent^s par divers savants etc.P Bd. XXXII. 

Darboux. JMorie girdrale des surfaces, Bd. IV, letztes Capitel. 

Rioci. Della equazione fondameniale di Weingarten. Atti delTlstituto Ye- 
neto dei scienze, lettero ed arti, T. VIII. S. VII. 1896—97. 

' Note zur Theorie der Deformation der Flächen. Acta math. 22, pag, 193 ff. 
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über die Invarianten binärer Differentialformen. 8 

erleidet. Damit die inveree Substitution existiert, darf natürlich die Sub- 
ßtitutionsdeterminante nicht verschwinden. 

Die Bedeutung des Begriffes der Contragredienz liegt in folgenden 
Sätzen, die aus der Theorie der linearen Transformationen bekannt sind: 

I. Sind die Systeme f und x contragredienty so ist der Ausdruck Sf^^A 
invariant. 

IL Ist SoJxfA ^^^ linearen Transformationen der $x invariant, und 
können die ^^ n Wertesysteme annehmen, deren Determinante nicht ver- 
schunndety so sind die Systeme f und x contragredient. 

Der Ausdruck ^Xx^x soll mit {x,^) bezeichnet werden. 

Das Wort i>invarianti^ gebrauche ich ausschliesslich im Sinne von 
i>dbsolut invarianty> und denke mir unter T eine Funktion, die die Eigen- 
schaft besitzt, bei linearer Transformation der Variabein f sich mit der 
Substitutionsdeterminante zu multiplicieren. Durch Multiplication mit einer 
Potenz von T kann jede Invariante im Aveiteren Sinne in eine absolute 
VCTwandelt werden. Über T Avird an geeigneter Stelle verfügt werden. 

Aus n cogredienten Systemen f(<) und n ihnen contragredienten x^i) 
bildet man die Invarianten T|f<i| und T"^|a;,^;i|, (i, A= i , 2 , . . ., n). Da 
sie lineare Formen jedes der Systeme sind, erhält man aus (II) den Satz: 

III. Bildet man aus {n — i) den f cogredienten {bezw. contragredienten) 
Systemen die Determinanten [n — i)'®° Grades y so ergeben diese {bei geeig- 
neter Wahl der Vorzeichen) mit T (bezw. T'^) multipliciert ein den f con- 
tragredientes {bezw. cogredientes) System, 

§ 2. f und f seien zwei Systeme von n bezw. m Variabein; x und 
X* seien ihnen contragredient. Erfahren f und f* die Substitutionen 

(i) 5x = Ss,,?;, e, = Tsir/, 

P P 

SO ist 

Das System der nm Grössen ^^^^ werde mit fc* bezeichnet.^ Es wird linear 
transformiert durch 

(2) ^A^ = ^s,,8%5;r; 

Pi^f 

* ff* ist im allgemeinen von f*f versohieden! 
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und das System xx durch 

(2») a?;^' = T.s^/^x^x^, 

Die Determinanten von (2) und (2^) haben nach einem Satz von Kronecker ^ 
den Wert I^apI'^-IvI"' ^^^^ ^^ nicht null. Daraus folgt: 

IV. Ist ^ zu x^ ^ zu X* contragredient, so ist auch ff zu xx* con- 
tragredient. 

Denn da die Determinante von (2) und (2J nicht null ist, ist (2J 
die inverse und transponierte Substitution von (2). 

Ä bezeichne das Coeflficientensystem der bilinearen Form 

6 speciell das der Grössen Ca^i, wo Ca;» die Null oder Einheit bedeutet, 
jenachdem X von /i verschieden oder gleich /z ist. Das System ff kann 
nm Wertsysteme annehmen, deren Determinante nicht' null ist, z. B. für 
Si^x = fi,A = ^u- Mithin ist Ä dem System ff contragredient. Ist B das 
Coefficientensystem der Form 

80 sind ebenso die ß^f^ den XxX^ contragredient, also nach IV auch den a^;*« 
Man erhalt damit den Satz: 

V. Sind Ha^f^^x^^ ^^^ ^ßx^i^x^l ^^^^ Contravarianten, so ist der Aus- 
druck ^axf^ßxfi invariant. 

Er werde künftig mit {A , B) bezeichnet, also consequenterweise die 

Formen selbst mit 

(^,fO und {B,xx*), 

wonach auch 

(3) _ (^^' , eo = {X , ^{x- , 0. 

Ist n = m, so ist das System A quadratisch, und seine Determinante 
multipliciert sich mit den Substitutionsdeterminanten der f und f. Haben 

^ Siehe Hensel, t)ber die Darstellung der Determinante eines Systems, welches aus 
zwei andern componiert ist. Acta mathematica, 14, pag. 317 — 319. 
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wir nur die zwei Sorten ^ und x von Variabein, so giebt es drei Typen 
von Formen: 

mit den Invarianten 

Die Formen des Typus 6^ heissen Zwischenformen ; zu ihnen gehört ß. Als 

aufgefasst ist sie zu @ contravariant und bildet mit @) die Invariante 

(6,6;) = ^^Xp^tlp. = ?C;iA, 
Xji X 

die auch mit M^ bezeichnet werden soll. 

§ 3. Betrachtet man (^,ff') als lineare Form der $*, so ergiebt 
sich der Satz: 

VI. Die Grössen ""x^ = Sa;j^ f ^^ sind den f contragredient. 

Setzt man sie daher in die Form B ein, so erhält man den neuen 
invarianten Ausdruck 

{B.x.'x) = Tß^Xx . a,^$, , 

der eine Zwischenform mit den Coefficienten 



Cav = ^ßxu ^ 



darstellt. Es ist 



Vtt 



(4) M^==j:a,,ß,, = {A,B). 

Setzt man 

^i/i = — %X } 

so wird 

und nach der soeben eingeführten Bezeichnung 

^(^Xfi^fi = — *%j 

(5) (^,fo = c^.o = -r«*,e 
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Die analoge Bezeichnung soll auf die Contra Varianten von Ä zunächst 
nicht angewandt werden. 

Werden irgend welche cogredienten Systeme f , tj oder A^ B zm 
dem cogredienten System der Grössen h^y^ + ^^x oder hai^ + kb^^ vereinigt 
(vorausgesetzt^ dass h und h Invarianten sind), so soll das neu entstan- 
dene System mit Äf + krj oder hA + kB bezeichnet werden. Da die 
eingeführten Ausdrücke mit Ausnahme von Da in den auftretenden Sy- 
stemen linear sind, ist 

{hA + kByT) = h{A,r) + Ä(i?,r), 

(6) . {\hx + Äy) , = h{^x, + Ky. 0. 



IL 

§ 4. Wenn n unabhängige Variable Ux in irgend einer Weise 
durch n andere, ebenfalls unabhängige, u[ so ausgedrückt werden, dass 
weder zwischen den Ux noch zwischen den u'x eine Beziehung entsteht, 
so werden die Differentiale dux durch die du'x linear ausgedrückt, und die 
Determinante der linearen Substitution der Differentiale verschwindet nicht 
identisch. 

Für ein bestimmtes Wertesystem der Ux können die dux beliebige 
Werte durchlaufen. Man kann daher beliebig viele von einander unab- 
hängig variierende Systeme d^Ux , d^Ux von Differentialen annehmen. Denkt 
man sich z. B. die Ux als Funktionen von mehreren Gruppen von je n 
unabhängigen Parametern, so erfüllen die in Bezug auf die einzelnen 
Gruppen gebildeten Differentialsysteme die gestellte Anforderung. 

Bei dieser speciellen Annahme sind (unter Voraussetzung der Stetigkeit 
der zweiten Ableitungen) die in Bezug auf die einzelnen Gruppen von 
Parametern ausgeführten Differentiationen vertauschbar. Es sollen auch im 
folgenden durch das Zeichen d nur solche Differentiationen bezeichnet werden, 
für die das Gesetz der Vertauschbarkeit erfüllt ist Die anderen Systeme 
von Differentialen zählen dann unter die allgemein zu betrachtenden Sy- 
steme, die den Differentialen cogredient sind. 



über die Invarianten binärer Differential formen. 7 

§ 5. Nunmehr sei (A y d^ud^u) -== Z^axf^d^u^d^u^ eine bilineare sym- 

metrische Form der Diflferentiale. Ihre Determinante sei nicht identisch 
null, und für T werde eine zweite Wurzel aus derselben gewählt, so dass 

Da = I 

wird. 

Nun ist: 



d,(A,d,ud,u) = i:a,,d,d,u,d,u, + Ta,,d,u,d,d,u, + Xd,a^d,u,d, 



u 



f- 



ein invarianter Ausdruck. Von den Summen der rechten Seite ist die 
erste symmetrisch in Bezug auf die Differentiationen d^ und dj. Bezeichnet 
man sie daher vorübergehend mit Ä^j so ist die zweite gleich Ä^. Setzt 
man noch S^ fiir die dritte, so ist 

d^{A,d^ud^u) ^ A^ + A^+ 8^, 

also 

d^{Ayd^ud^u) = A^ + A^ + S^ 

und 

d^{Ajd^ud^u) = A^ + A^ + 8^. 

um die zweiten Differentiale d^d^u^ gesondert zu betrachten, löse man 
nach A^ auf: 

(7) 1{^M> djUd,u) + d,(Ä , d^ud^u) — d,(Ä , d^ud^u) } 

= A, + l{8,+8,-8,). 

Das zweite Glied der rechten Seite ist eine trilineare Form der d^Ux. 
Der Coefficient von d^u^d^uß^u^ ist 

i \^^ j. ?^ 1^1 _ p^^l 

in Christoffels Bezeichnung. Dadurch wird die rechte Seite von (7) zu 

und da dieser Ausdruck wegen (7) invariant ist, sind die Coefficienten 
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der d^Uf, in ihm den Differentialen contragredient. Setzt man noch mit 
Chbistoffel 



so wird aus (8) 



(80 



n=?«^ 



A/» L pa ^ J 



Führt man die Abkürzungen 



I 



pa 



d,u„ = 



P 
X 



und d,Cx + S 



X 
P 



C = o^C ein, 



so wird der Ausdruck in der eckigen Klammer in (8') zu 

(9) ^j^i«A = ^x^^^xy 

und diese Grössen sind infolge der Invarianz von (8') den du^ cogredient 

§ 6. Die Abkürzung d bedeutet nicht, wie rf, eine auf jede Grösse 
anwendbare Operation, sondern^ ist wie ein dem Buchstaben C beigefügter 
Index aufzufassen. dCx steht für {^Oxy ^^^ d^s System dC ist aus dem 
System C gebildet. Femer soll die in (9) gebratcchte Bezeichnung d nur 
unter dem Vorbehalt gelten^ dass die (J den Differentialen dux cogredient sind. 
Für andere Systeme von Grössen wird das Zeichen d in anderem Sinne 
gebraucht werden. Es gilt dann folgende Verallgemeinerung des eben 
Bewiesenen : 

VII. Sind die Grössen Cx den Differentialen dux cogredient, so gilt das 
gleiche von den Ausdrücken dCx- 

Drückt man nämlich in dem invarianten Gebilde 

dllxxCx = ^dx^Cx + ^^xdCx 

dCx durch dCx aus, so erhält man: 

(10) dYxx C = ^^^'x • Ca + ^x^ . <^C, 
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WO 



dxx = dxx — Z^ 



X 
P 



Xs 



gesetzt ist. Wählt man für die Cx Differentiale, so ist nach dem zuletzt 
bewiesenen die zweite Summe der rechten Seite in (lo) für sich invariant, 
also auch die erste, d. h.: 



VI IL Sind die Grössen Xx den Differentialen du^ contragredientj so 
gut das gleiche von den Grössen dxx. 

Hiernach ist aber ^dXx . Cx überhaupt invariant, damit auch ^XxdCxi 
woraus VII folgt. Ich will demgemass die dC und dx als T>cogrediente 
Differentiale» der C"und x bezeichnen. 

§ 7. Nachdem erst die Existenz cogredi enter Differentiale erwiesen 
ist, kann man die Theorie derselben auf aligemeinster Grundlage aufbauen. 
Ich beschränke mich aber auf bilineare Formen. 



Es mögen Grössen 



P 



und 



P 
X 



von der Beschaffenheit existieren, 



dass die Differentialausdrücke 



oXx = rfc + £ ^ c ^«d drx = dc: + ll 



p 

X 



c 



den Cx bezw. Cl cogredient seien. Setzt man dann, wie soeben geschehen, 



so findet man, dass die Ausdrücke 



dxi = dxx — ^ 



P 



X. 



den Xx cogredient sind. Das entsprechende gilt für die gesternten Grössen. 
Nunmehr sind die Grössen 



also auch 



C< und dCx.C, 



Cxsc: + dCxC 
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d^^ CC cogredicnt. Sie seien mit <J(CO l>özcichnet. 
den ebenso gebildeten d{xxx'^ contragredient. 
Setzt man CC = Ä/*, ^a^^ = «a;*, so wird: 



Sie sind nach IV 






dttx^ = dax^ 



I 






a 



/>;« 



Z 



P 



ßxf, 



Oa 



/>• 



Die Bezeichnung sei allgemein beibehalten für irgend welche den 
CxC CO- bezw. contragrediente Grössen. Dann ist identisch 



^ai^^ßxp. + ^äa^f, . ßx^ = dEax^ßx^, 



also speciell 



Da die beiden ersten Summen der rechten Seite nach Voraussetzunn 
invariant sind, ist es auch die dritte, und man erhalt daher den Satz: 

IX. Die Grössen düx^ bezw, dßxft sind den axf, hesiw. ßx^ cogredient. 

§ 8. Es sei ^fx^x = o irgend eine Identität, in der die Sx un- 
bestimmte Grössen sind. Dann ist auch ^fxöSx = o und durch Differen- 
tiation der Identität folgt eine Gleichuug von der Form ^äfx . f a = o, 
so dass die Differentiation nach den ^x einfach unterbleiben konnte. 

Zum Beispiel folgt aus der Identität: 



sofort: 



d. h. 






^S%C = ^^axXxC + 5:«a„<?CaC» 



Xii'*X'»n 



dX = 'X + "^^M, 



wenn V^^^ aus den dCx ebenso gebildet ist, wie X ^^^ den Cx» 

Das Zeichen d befolgt also, soweit diese Untersuchungen reichen, 
dieselben algebraischen Gesetze, wie das Zeichen d. 
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§ 9. In dem speciellen Fall, den wir betrachten, haben wir drei Typen 
von Formen, für die 



daxf, = da 



iji 



r 



^ßx^ ==dß^ + ^ 



dcx 



fl = dci^ + S 



X 
P 

P 
X 

p 

X 



p 


p 
p 


p 


p 

p 



a 



'Pik 



Y. 



P 



Xpi 



ßxp, 



Ca, 



ZU setzen ist. 

Verstehen wir unter den a^^ wieder die CoefFicienten der Form, aus 
der die Christoffeischen Ausdrücke gebildet sind, so ist nach § 5 

d^{A , d^ud^u) = {Ä , d,d,ud^u) + {Ä , d^ud.d^u) 

also duxf^ = o, wie auch durch Ausrechnen der Christoffeischen Ausdrücke 
unmittelbar nachzuweisen ist. Es ist daher allgemein 



d{A,^) = {A,d^) + {A,$d>i) 



und 



d^'x^ = ""dx^. 



Die Gleichungen da^^^ = o bestimmen zugleich die Christoffeischen 

Ausdrücke eindeutig, so dass allgemein geführte Untersuchungen durch 

die Annahmen 

Da == I , da^^ = o 

auf die specielle Form der a^^^ bezogen werden. 



III. 

§ 10. Im Falle n = 2 folgt aus Satz IV: 

Ist das System tj zu f cogredienty so sind die Grössen 

Pi^ — ^v^y y.^ + ^Vi 

den f contragredient, und umgekehrt. 
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Es ßoUen daher mit entsprechenden Buchstaben des griechischen und 
lateinischen Alphabetes nur noch solche System f und x bezeichnet werden, 
zwischen denen die Relationen 

(A) Tf, = (- lyx, 

bestehen. Darin bedeutet A, l eine Permutation von 1,2. 
Damit entstehen zugleich die Identitäten: 

(i i) x^Tj, + x,7j, = T-\x^y^ —Vi^,) = T{S,V2 — 17,^,) = — {S.y, + f,y,), 

wenn in (12) 

(B) Ta„ = a,,(- i)'; TV = a,,(- 1)'+" 

gesetzt ist. Aus (B) folgt sofort weiter: 

und ist urngekehrt 

so folgt auch 

Ferner wird: 
(14) l{A,A) = Da==Da = Da. Mt=T-'{a,,-a,^)=^ T{a,,-aJ, 

§11. Da ZU jedem System von Grössen ein contragredientes gehört, 
kann folgende Freiheit der Bezeichnung festgesetzt werden: 

Dient ein Buchstabe mr ahkürzungsweisen Bezeichnung eines Systems, 
so darf er auch zur Bezeichnung der durch (A) oder (B) damit verbundenen 
Systeme verwandt werden. 

Bedeutet Ä das System a^^, B das System y9;,,, so können demnach 
die aequivalenten Ausdrücke (13) mit 

{A,B), {A,B), (?l,S3) etc. 
bezeichnet werdet. 
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Für (12) kann ebenso 

{Ä y xy), {Ä , fy), (31 , ^7j) etc. 
geschrieben werden, für die vier aequivalenten Ausdrücke (11) sowohl 

{Xyy)y {x.rj) wie (f,y) oder {ß.yj). 

Es wird sich zeigen, dass von den durch (B) verbundenen Systemen 
immer das mit lateinischen Buchstaben bezeichnete gegeben ist, aus- 
genommen 6. Von zwei durch (A) verknüpften kann f oder x gegeben 
sein. Das andere ist dann von T abhängig und Ändert sich, wenn über T 

anderweitig verfügt wird. Wird T durch P ersetzt, so ist für f zu 

T P 

schreiben pf, wenn x gegeben, dagegen für x jpXy wenn ^ gegeben ist. 

§ 12. Die Abkürzungen (-4,-8), (x^y) befolgen nachstehende Rela- 
tionen : 



(^5) 



(^ ) y) = — (y > &) {a>,x) = o; 
[{Ä,xy)==—{'A,yx) = (»« , y) = (« , ». 



Die Form (A , ''xy) soll auch mit {AB , xy) bezeichnet werden. Nach (15) 
ist dann: 

(16) {B , x'y) = {'x , -y) = {""x , y) = {'AB , xy). 
In § 3, (4) war gezeigt, dass 

(16') M{'AB) = {A,B) 

ist. Aus der Vertauschbarkeit von A mit B und aus 

(17) {A,B) = {'A,'B), "A = A 
ergiebt sich übrigens: 

(16") M{*ÄB) = MCBÄ) = M{B'Ä) = M{A^B). 

Nach dem Multiplicationstheorem der Determinanten besteht zwischen 
vier Systemen p^^^ , x^^^ (t = i , 2) die Identität: 
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wofür auch geschrieben werden kann: 

(i 8') (i?(i) , i)(,))(r , y) = (r , ?)(,))(jPo) , y) — (^ , iP(i))(l>(2> , 2/)- 

Ist (i?(i) > i?(2)) = o, SO ißt demnach 

WO f von ic unabhängig ist. 

So ergiebt sich aus ("a? , y) = — (a? , '"y) , wenn x für y gesetzt wird : 

{"x + **ic , a;) = o, 

d. h. nach dem eben bewiesenen: 

{'x,y) + {"x,y)=f.{x,y). 

f ist von y und aus Symmetriegründen auch von x unabhängig. Durch 
einfaches Ausrechnen erkennt man f = MÄ und mithin 

(19) {AjXy) — {Ä,yx) = MA{xyy). 
Nach (3) und (18) ist daher speciell 

(20) M{pg) = {p,q) 

und andererseits nach (16), wenn in (19) *AB für A gesetzt wird, 

(21) r^/y) + C^,-y) = (^,B)(a;,y). 
Setzt man a = bf so folgt 

(21') («rr,-y) = 2?a(rr,y). 

Schreibt man daraufhin in (18) "p für p, so ergiebt sich: 

(22) |(^ , p^^r^t))\ = I><PiX) . i>(.))(ni) y ^(3)). 

Diese Formel kann auch folgendermassen geschrieben werden: 

(22') {A , i?r)(^ , a;y) = Da{p , a;)(r , y) — Ci? , y)C«r , x). 

Im Falle Da = o ist also die bilineare Form das Produkt zweier Linear- 
faktoren. Die ümkehrung folgt aus (22) wegen (3). 
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* § 13. Ist ^ eine symmetrische Form, so ist 

(22') ergiebt daher: 

(23') {Ä , pp){Ä ,xx) = Da.{p, xy + («j) , x)\ 

oder kurz: 

{Ä , pp) .Ä = Ba.pp + ''p^'p. 

Setzt man dies in {B , Ä) ein und entwickelt, so entsteht: 

(23) {Ä,pp){B,A)=^I)a{B,pp)-\-{B,'p'p), 

eine vielgebrauchte Formel. 

Will man zwei symmetrische Formen A und B auf die Normalform 

^ = hvlx) + KpI^) 

bringen, so muss p^^^ sowohl durch ^'p^^ wie ^p^^) teilbar sein, wie aus (23') 
folgt. Mithin ist {^p^^^ , *P(i)) = o, d. h. 

(-4-B>P(i)i>(i)) = 0- 
Ist umgekehrt {ÄBjpp) = o^ so ist 

übrigens wird 

{A,A)'.{A,B)'. (B, ß) = 2 : (A. + ;i,) : 2;i,;,. 

ylj und >lj sind also die Wurzeln von 



IV. 

§ 14. Es sei wieder Ä die symmetrische Form, die zur Bildung 
der d^ und dx diente. Es soll bewiesen werden, dass die vier Gh'össen d$ 
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und dx die Relationen (A) erfüllen oder, was dasselbe besagt, dass für be- 
liebige y 

ist. Aus den Identitäten 

folgt nämlich durch Differentiation: 

^d^x^x = — ^^x^^x oder {d5 , x) = {dx , x) 



und 



JöA^cf Ao'f^ = §aA;*^A ^X oder {dS , "ä;) = {dx , "a;). 



Setzt man jetzt in (i8') für ^(^ "ir, für p^,) a?, für r einmal ^f, einmal 
3x, so folgt, da (*rr,a;) nicht identisch null ist: 

W. Z. b. TV. 

Aus (12) ergiebt sich damit durch Differentiation unmittelbar, dass 
auch die Systeme dbxf, » dßxf, und dbx^^ durch (B) verknüpft sind. 
In der linearen Form 

{dp , x) 

sind die dpx linear von den dux abhängig. Es sei daher 

{dp yX) = {Pf xdu) 
gesetzt, worin 






P 



Hiernach und nach (19) ist 

{d,v.d,u)-{d,vA^) = ^n^.^,ä,u) und MP = l(g-|-?j). 

P ist also dann und nur dann eine symmetrische Form, wenn (jp,rfw) 
ein exaktes Differential ist. Als Invariante der Form p sei daher MF 
auch mit 

bezeichnet, weil 2p =a o die Integrabilitätsbedingung von p ist. 
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Ist f> eine Funktion von Wj und w, , so ist 

(24) l{9P) = 9^IP+{py^^^' 

§ 15. Man kann die Frage aufwerfen, ob zwei Operationen <?^ und 
d^ vertauschbar sind. Sie ist zu verneinen. Sicher ist jedenfalls, dass in 
den Ausdrücken 

die zweiten Differentiale der f sich wegheben. Führt man aber in der 
Identität 

d^d^ip ^ y) = d^d^{^ y y) 

die Differentiation mittelst der d aus, so bleibt 

(25") {ä,d,x — d,d,x,y) = {d^d,y — d^d^y,x\ 

woraus folgt, dass d^d^x — d^d^x auch die ersten Differentiale der o? nicht 

enthält, mithin trilinear in x^d^u und d^u ist. Das gleiche ergiebt sich 

aus der Identität 

d^d^[A , xy) = d^d^{A , rrt/), 

die zu 

(25'") {Ä,{d,o\x-o\d,x)y)==-{Ä,{d,d,p-d,d,y)x) 

wird. Die linke Seite dieser Gleichung ist eine bilineare Form in x^y, 
etwa {Cf xy), und die letzte Gleichung sagt aus, dass 

{C\xy) = —{C,yx), 

also nach (19) 

{C,xy) = f.{Xyy) 

ist. Offenbar ist f wieder bilinear und alternierend in d^u^d^Uj 

f=K^.{d^Uyd^u)y 

und K^ hängt nur noch von den CoefTicienten von Ä ab. Man bezeichnet 
K^ als die Gauss'sche Invariante oder in Rücksicht auf ihre geometrische 
Bedeutung nach Bianchi kürzer als Krümmung von A. Nur wenn sie 

3 
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null ist, ißt identisch d^d^ = d^d^. Die beiden Identitäten (25") und (25'") 
können jetzt durch 

(25O i^A^ — ^A^ ,y) = —K,.{Ä, xy){d^u, d^u\ 

(25) {A,{dA^ — ^A^)y) = K{x , y){d^u , d^u) 

ersetzt werden. 

Man gelangt zu K„ noch auf einem zweiten Weg, der zugleich er- 
kennen lässt, dass K^ nur für specielle Formen verschwindet. Es sei 
{ÄyXx) in lineare Faktoren zerlegt: 

(26) {Aj xx) = (a^i) , x){a^^^ , x). 

Schreibt man x + Xy für x und vergleicht die Coeflficienten von A, so 
kommt: 

(26') 2 {Ä , xy) = (a^), x){a^^) , y) + (a^,) , x){a^^) , y). 

Nach (22) ist 

\{A , «(oa^*))! = (a^i) , a^,))^ (i , ä = i , 2) 

und durch Ausrechnen der linken Seite nach (26) und (26') folgt 

Kl) j «(»))' = — 4, («(1) } «(2)) = 2e, 

wobei i eine zweite Wurzel aus — i . 

Diflferenziert man (26), so fallen nach (26') die mit dx behafteten 
Glieder fort und es bleibt 

(^«(1) y ^)K3) y X) + (<?«(,) , X){a^x^ , a?) = O, 

Also muss {da^i^ , x) durch {a^^ , rr) teilbar sein. Der Quotient ist eine 
lineare Form der dUj mithin 

(2 7) (^«(1) y ^) = («(1) > •'^)(i^ ^ ^«^) ; (^«(2) ^ «) = — («w , ^)(i^ . ^w). 

Es sei {Ä , rro/) auf irgend eine andere Weise in zwei Faktoren ft^^ 
und 6(3) zerlegt. Bei passender Bezeichnung ist dann: 

und andererseits 

{dh^x)jX) = {\,^jX){q,du). 
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Nach der ersten Beziehung ist aber 

(ö^^i) y a?) = rf(J(,) , x) — (J(i) , dx) = e^[{da^,^ ,x) + df>. {a^,^ , x)], 
d. h. nach (27) 

also 

{qydu) = {pydu) + dp. 

Ist also A und p gegebeUy so findet man a(,) und a^,) durch eine Qua- 
dratur. 

Offenbar darf aber p nicht willkührlich gewählt sein. Notwendig 
und hinreichend dafür, dass d^=^ {qj du) — {p , du) ein exaktes Differential 
ist, ist die Integrabilitätsbedingung: 

Ip = Iq. 

Ip ist also eine Invariante von u4, da es von der Wahl der Faktoren- 
Zerlegung unabhängig ist. 

Durch Differentiation folgt aus der ersten der Gleichungen (27), da sich 
die mit dx behafteten Glieder wegheben und da^^^ durch a^i^ ausgedrückt 
werden kann: 

{d^d.a^i^ , x) = (a^,) , x)[{p , d^u){p , d^u) + {p , d^d^u) + (^,p , d^u)], 
also 

(ö^^i^d) — ^i(^,ö(i) , x) = (a^i) , x)[{Py d^ud^u) — (P, d^ud^u)] 

= Ip{a^i),x){d^Uyd^u). 

Die linke Seite ist nach (25') gleich — I^a{^ 9 ^i\)X){d^u ^ d^u) und 
(-4,0(1)5;) nach (26') gleich — »(«(d^^)* Demnach bleibt 

Ip = iK^. 

§ 16. Nach (20) ist (p, a^)) = — 7%) und ebenso (|), a^,)) = + la^^y 
Damit wird nach (18'): 

2i{p,x) = ia^i) («(,), rr) + ia(,)(%), x). 
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Sind also (%) , du) und (a^^) > du) exakte Differentiale, so ist p und 
damit K„ = o. Und umgekehrt, ist K„ = o, so darf p = o gewählt werden, 
und es existieren zwei Linearfaktoren, die der Bedingung 

genügen, aus der Ja^i^ = Ja^gj = o folgt. Man erhält damit den bekann- 
ten Satz: 

X. Die Krümmung einer Form A verschwindet dann und nur dann^ 
wenn diese Form das Produkt zweier exakten Differentiale ist. 

Um das Auftreten des Imaginären zu vermeiden, setze man: 

Dadurch wird 

(2 8) {A , xy) = (jp(,) , a;)(p(i) , y) + {p^,^ , x){p^,^ , y), - {p^,^ , p^,^) = i , 
(28') ((?/?(,) , x) = (2?(,) , ä;)(P(,) , du)y (^/?(2) jx) = — {Po) y ^){Piz) ) ^w). 

Es gilt also folgender Satz: 

XI. Ist Da =iy j9(8) ^^^^ lineare Form und Ip^^^^^K^, so existieren 
Paare p^^) 9 JP(«) "^on linearen Formen y welche folgende Relationen erfüllen: 

^ = JP(i) + JPw ^ (^(1) y JP(2)) = I , -fjP(i) = (/>W , Piz))j IP(2) = (JP(8) , Pii))y 

und alle diese Paare lassen sich durch eine Quadratur bestimmen. 

In den Gleichungen (28") ist eine Beziehung auf A nur durch das 
im Nenner stehende T enthalten. Schreibt man in der dritten noch 
(P(,) , j)(2)) Z für K^y so gelten alle drei unabhängig davon, welches Tzur 
Bildung der Invarianten benutzt wird. Daher kann man weiterhin fol- 
genden Satz aussprechen: 

XII. Die drei Gleichungen 

(C) /p(,) = (p(,) , i?(3)) ; Ijp(,) = (^(3) , i?(,)) ; Ijp(8) = Z(2?(i) , i?(,)) 

sagen aus^ dass die Form p^^ + p^,) die Krümmung K besitzt. 
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§ 17. Ist DA=^ I, SO ist nach (28): 

also bei passender Bezeichnung 
Damit wird 

{^yP0)P(t))= I- 

Die letztere Bedingung ist nach (23') hinreichend dafür, dass -4 — i^o) ein 
vollständiges Quadrat wird. Die Form 

(29) {Pii)y^) = 



>/(^ . zz) 



genügt ihr identisch, wenn z eine beliebige lineare Form, nur kein Teiler 
von Ä ist. Ist z von z linear abhangig, also z ^^ f.z, so ist 



00! 

(ä , «) {z, z) 



y/{A,zz) y/(Ä^zz) 

Durchläuft also z alle linearen, von einander unabhängigen Formen, aus- 
schliesslich der beiden Teiler von A^ so ergiebt (29) alle Formen P(,), 
für die (-4, jj^i^p^^)) = i ist, und jede nur einmal. Aus (29) folgt weiter: 

(29') (l?c2) jX) = —{A, ^(,)ic) = —{Ay zzf'' {A , zx). 

Durch Diflferentiation folgt weiter aus {p^i^ ^ z) = 0: 

(<?P(i) j ^) = {^z , /?(!)) = (^ , ^^)"' [dz , z). 

Nun ist (^2?(i) , z) = {p(^^ , ^)(P(8) , du) und (p^^^ , z) nach (28') gleich — {A , zzf . 
Schreibt man noch x für rfw, so folgt: 

(29") {Piz) jX) = ~{A, zz)"' {Z , zx). 

Die Ausdrücke (29 bis 29") erfüllen also die Gleichungen (28 bis 28") 
identisch. Sie enthalten drei verschiedene Linearformen, nämlich Zy^'z und 
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'e. Will man ausser z nur noch eine, zun&chst willkührliche Forin r 
benutzen, so hat man (i8') anzuwenden und erh&lt: 

(i>(») . ») • \I(A , zztz , r) = — (^ , zr){z ,x)-\-{Ä, zz){r , x), 
{Pw » ») . (^ , «'2)(« ,r) = — {Z, zr){z , x) + (Z, zz){r , x). 



(29"0 



V. 

§ i8. Wenn die lineare Form {p y du) ein exaktes Differential dp 
ist, 80 nennt man ihre Invarianten mit A 5)DiflFerentialparameter von pi>. 
FQr einige derselben hat man besondere Bezeichnungen eingeführt, und 
zwar: 

iA,pp) = A,p; {A,F) = A,p', l(P,P) = A„p.' 
In Analogie hierzu kann man noch 

setzen. Es ist dies dieselbe Invariante, die Hr. Weingarten in der Preis- 
schrift* mit Ip bezeichnet hat. 

Ist gleichzeitig {q^du) =^ dq^ so setzt man noch 

{A,pq) = A(j>,qy/ {Pyq)=^e{p,qy 
Nach (22) ist 

(30) \p\q — ^\p,q) = G\pjqy 

Für ^,p hat man die Darstellung 

. I a ri / dp 3p\"i I 3 ri/ dp dp\l 

Dieselbe ergiebt sich aus unsern Entwicklungen folgendermassen: 



* Bei Darboux — ap, bei Weingabten, Preisschriß, dp. 

* pag. 20, Oleich. 15. 

' Bei den Italien ischen Mathematikern V {p 1 9)* 

* Darboux, 1. c. 
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Es ist ^*'jp = Vj?, also 

((J«p , x) = {dp , '""x) = {P*A , xdu) 
und damit nach (i6') 

/(» = jf(p-^)==(4,p), 

w. z. b. w. 

Für Ajj^} giebt Bianchi * ohne Beweis die Formel 

(31) 4A„i)A,p= 2A^pA{p, A,p) — A,A,p. 

Man hat aber 

d{Ay pp) = 2{A,pdp) = — 2((?p,*p) = — 2(P/j)rfw). 
Setzt man für du Pf'^p oder ^p, so folgt: 

(32') (^(^,pp),i')=-2(-P,''M 

(32") (^ , ^ (-4 , i>i,)p) = 2 (P , 'p'p), 

(32'") (p,i)^(^,i>i))) = 2(p,yp) = 2rp,^p)==(p,p)(^,2^). 

Aus (32") folgt zunächst nach (23) 

(32) ^A(23, Ajp) = A,jpA,p— A„i). 

Ferner hat man nach (22), da P eine symmetrische Form ist, 

oder nach (32") und (32') 

j A(jp, ^,p)A,^p — ^0\p, \p) = Alp. A„p. 

Hierin hat man nur und Aj, nach (30) und (32) auszudrücken, um 
(31) zu erhalten. 

Unter der Annahme {pydu)==dp lautet noch (32'"): 



(^.S-^)"^^"*^.»- 



* Lezioni di geometria differenxiale, Kap. II, Oleicb. (26*). 
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und, wenn man die linke Seite ausschreibt, 
(33) 2A„jpAiP 

= JLr« ^^ ^^iP /ap 3AtP I ^P gA,p \ I ^p gA,y 1 

Diese Formel scheint bisher noch nicht angegeben worden zu sein. 

§ 19. In den Ausdrücken (29 — 29'") hatte z die Repräsentanten 
der Ciassen abhängiger linearer Formen zu durchlaufen, ausschliesslich 
der beiden Teiler von Ä. Diese Beschränkung bedarf kaum der Er- 
wähnung, weil in diesem Falle die Formeln durch das Verschwinden von 
{AjZz) bedeutungslos werden. 

Man kann aber als Repräsentant irgend einer Klasse linear abhängiger 
Formen stets ein exaktes Differential wählen und demnach z alle reelle linear 
unabhängigen Differentiale dz durchlaufen lassen. Dabei durchläuft z selbst 
alle von einander unabhängige Funktionen zweier Variabein; r sollte irgend 
eine von z unabhängige Covariante von z sein. Setzen wir fest, dass r 
ein exaktes Differential de ist, so ist tr eine von z unabhängige Invariante 
von z. Die einfachste Invariante von z ist A^z. Wählen wir daher, 
vorausgesetzt, dass A^z keine Funktion von z allein ist, {r,du) = dA^Zj 
so gehen die Formeln (29) und (29'") unter Beachtung von (32'") über 
in folgende: 

(P(i) ,du) = 



(D) 



(2>(?) , du) = 



V^A,^ 

— A(g. A,g)dg + AjZd^^z 
S{z , Ai«).\/Ai« 



(1^(3) , du) = -"^^"^^'^/\+^^ 



Diese Ausdrücke werden auch dann bedeutungslos, wenn A^z eine Funk- 
tion von z allein ist, d. h. sie stellen alle Formen Pi , p, , jPj dar, die den 
Relationen (28 bis 28") genügen, ausgeschlossen den Fall, dass {p^ydu) 
ein exaktes Differential ist. 

Aus den Sätzen X und XI folgt nun, dass man alle Tripel von 
Formen, die die Bedingungen (C) erfüllen, herstellen kann, indem man 
sich alle Formen der Krümmung K angeschrieben denkt und sie in all- 
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gemeinster Weise als Summen zweier Quadrate, p'j) + K«)' ^^^®*^^^*> ^^^^^ 
(P(i) 9 P{i)) = I zu nehmen ist. Dann genügen nämlich jp(,) , p^^^ und 

den Relationen (C). 

Die Formen der Krümmung K ordnen sich aber in Schaaren äqui- 
valenter Formen, d. h. solcher Formen, die durch Transformation der 
Veränderlichen in einander übergehen. Zu jeder solchen Schaar gehört 
die Gruppe der Substitutionen, die die Formen der Schaar und damit 
die zugehörigen Tripel J9(i) , P(2) ? P{s) ^^ einander überführen. Infolge ihrer 
Invarianz stellen mithin (unter der Beschränkung /jp(,) ^ o) die Gleichungen 
(D) sämtliche zu einer Schaar gehörigen Tripel p(,) , p^^) y P{t) dö-r. 

Hier tritt nun ein wesentlicher Unterschied zwischen dem Falle eines 
veränderlichen und eines constanten K auf. Im ersten Fall giebt es unter 
den Formen der Krümmung K unendlich viele Schaaren, aus jeder Klasse 
(d. h. Gesamtheit äquivalenter Formen) ausschliesslich der Klassen con- 
stanter Krümmung eine, und die zu einer solchen Schaar gehörige Sub- 
stitutionengruppe umfasst niemals die Gesamtheit aller Substitutionen. 

Ist dagegen K eine Constante, so besteht die Gesamtheit aller Formen 
der Krümmung K aus einer einzigen Schaar, da diese Formen eine Klasse 
bilden. Die zugehörige Substitutionsgruppe umfasst daher alle Substitu- 
tionen. Im Falle K = const.y und nur in diesemj stellen also die Formeln 
(D) alle Formen dar^ welche die Relationen (C) und JjP(,)^o erfüllen. 



VI. 

§ 20. In dem singulären Fall Ip^^^ = o muss sich naturgemäss der 
gleiche Unterschied zwischen veränderlichem und constant^m K geltend 
machen. Befriedigt man durch den Ansatz 

(34) (P(i) , du) = dp, (p^,) , du) = kdt, (i?(8) , d^) = fJ^dt 

die Gleichung Ip^^^ = {p^^^ , p^j)) = o identisch, so folgt aus den beiden andern 

0{t, X) =^ fi8{t , p)) e{t ,/£) = - XK0{t , p). 
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Also sind t , p unabhängige Funktionen. Führt man sie als neue Va- 
riable ein, so folgt: 

(340 '-=/£, '^ = -Kk, 

dp ^^ dp 

also: 

(35) 5^. + ^^ = °- 

Ist K nicht constant, so ist es als Funktion von u^ , «, gegeben. Wählt 

I 9'>l 

man für X irgend eine Funktion von p und t, nur so, dass j— , nicht 

constant ist, so ist (35) eine Beziehung zwischen p^t und u^yU^. Be- 
stimmt man noch p j t als Funktionen von Wj , w, so, dass diese Beziehung 

identisch erfüllt ist, so sind die Formen (34) für /£ = — den Relationen 

(C) unterworfen. 

Ist dagegen K eine Constante, so ist (35) eine Differentialgleichung 
für A, und es folgt aus ihr, wenn K^o: 

X = a coBkp + b sin kp, wo k = yJKy 

und a und h von t abhängen können. Jenachdem a^ + ö' < o oder = o 
ist, kann A = /*(f)co8Ä:(p — p^) oder A = /'(<)e**' gesetzt werden. Indem 

noch für ff{t)dt t geschrieben und (34') beachtet wird, erhält man fol- 
gende identische Darstellung der Formen i?(i) ,|>(2) , Pi^z) im Falle K=^ const.^o, 

IPix) = o: 

Po) = dPy P{7) = cosk{p — p^).dt, 2?(,) = —ksmk{p—p^).dt, 

{DO { . Po=Po{tl 

^ ^ oder 

Der Fall K = o bietet keine principiellen Schwierigkeiten. Der Voll- 
ständigkeit wegen sei angeführt, dass entweder 

P(i) = <iPy P{f) = {P — fit))dtj Piz) = dt, 
oder 

JPd) = dp, p^^^ = dt, p^j,^ = o ist. 
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VII. 

§ 21. Die Relationen (C) treten bei der Betrachtung orthogonaler 
Systeme, die von zwei oder raehr Veränderlichen abhängen, wieder auf. 
Sei (Xf^) ein orthogonales System. Componiert man es mit dem System 
seiner Differentiale, {dXf^)y so erhält man die unendlich kleinen Grössen 

Infolge der Orthogonalitätsbedingungen 

ist 

(36) dXf^ = ^PaXf\ 

und aus der anderen Reihe, 

folgt durch Differenzieren: 

(37) Pik + Pii = 0. 

Es bietet sich auf verschiedenen Gebieten die Aufgabe, wenn die p^ (als 
lineare Formen der Differentiale der Variabein) gegeben sind, die Zf^ 
aus den Differentialgleichungen (36) zu bestimmen. Dabei gilt der Satz: 

XIII. Griebt es ein orthogonales System^ welches den Gleichungen (36) 
genügt, so giebt es für jedes {orthogonale) System von Anfangswerthen ein 
solches und nur eines. 

Genügt nämlich das System {Y^^^) den Gleichungen (36), so folgt für 
die Grössen Xf^ ==^axf,Y^^ ^ wenn die a;t„ constant sind: 






mnd wenn umgekehrt die Systeme [Xf^) und (Tf^) beide (36) erfüllen, so ist: 

i:{XfHYr + dXf^ Yr) = T^PaX^' y^^ + -Lo^XT Y^^ = o, 
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also 

WO axf, constant ist. Da das System (a;^^) aus den orthogonalen (Xf^) und 
(ZJ-^^) zusammengesetzt ist, ist es selbst orthogonal. Somit erhält man aus 
einem particulären Integral von (36) das allgemeine durch Composition mit 
einem willkürlichen constanten Orthogonalsystem. Damit ist Satz XIII aus- 
gesprochen. 

§ 22. Wenn das System Xf^ von zwei unabhängigen Variabein 
ttj , Wj abhängt, so erfordert das Bestehen der Gleichungen (36) das Er- 
ffilltsein der Integrabilitatsbedingungen für die dXf^. Die p^^ sollen als 
lineare Formen der dux mit (r(^) , du) bezeichnet werden. Dann ist 



d. h. 

Ir^a) +5:(r(^,r(„)) = o. 

Die Betrachtung werde jetzt auf ein dreireihiges Orthogonalsystem be- 
schränkt und 

(37') ^(28) = ^(82) = ^(1)> ^(81) = ^(18) == ^(«)> ^a«) = ^(21) = ^(8) 

gesetzt. Dadurch werden die Integrabilitatsbedingungen zu 

(C*) 7r(,) = (r(,) , r(8)) ; Ir^^^ = (^(3^ , r^)) ; Ir^j,^ = (r^,) , r(,)). 

Sind die beiden Seiten der drei Gleichungen für sich null, so lassen sich 
die Gleichungen (36) auf den Fall einer unabhängigen Veränderlichen zu- 
rückführen und sind dann, wie später zu zeigen ist, stets integrabel. 

Unter Ausschluss dieses Falles werde angenommen, dass (r(,) , r^^^) 
nicht null sei. Bann ist r^i^ vermittelst der beiden letzten der Gleichungen 
(C*) nach (18') durch ^(2) , r^,) eindeutig bestimmt. 

Existiert also ein orthogonales System, welches die beiden Gleichungen 

(36') - r X«c?XW = (r^,, , du), T X^^'rfXW == (,.^,^ , du) 
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erfüllt, 80 ist auch 

und damit allgemein (36) befriedigt. 

Setzt man aber r(,) = — j9(,), r^^^ = jp^^)? ^(o = P(8)> s<> sagen die 
Gleichungen (C*) nach Satz XII aus, dass die quadratische Form .r^^ + r'jj 

die Krümmung i besitzt. Nach einem Satz des Hrn. Weingarten^ exi- 
stieren also drei Funktionen X^^^ , X^^^ , X^i^ welche die beiden Bedingungen 

(38) Zzwx?) = I, 

(39) YdX'^^dXf^ = (r(,) , duy + (r(,) , du)' 

erfüllen. Infolge der Unabhängigkeit von r^^^ und r^^^ kann man aber 

(40) dZ« = X W(r(,) , du) - Xf (r(,) , du) 
setzen, wobei nach (18') 

(40') X(/) : Xf : I = f-^ , n,) : (?^ , r^,) : (r,, , r,,). 

Die 50 definierten Grössen X^/^ , Z^^^ erfüllen mit Zf ^ identisch die Orthogona- 
litätshedingungen, wie man z. B. erkennt, wenn man (40) auf (39) und die 

aus (38) folgende Gleichung Y^X^^^dX^^^ = o anwendet und beachtet, dass 

die Coefficienten der r^»^ einzeln verschwinden müssen. 

Aus (40) ergiebt sich dann aber unmittelbar (36'), also genügt dieses 
System den Gleichungen (36), d. h.: 

XIV. Die Bedingungen (C) sind notwendig und hinreichend für die 
Existenz orthogonaler Systeme, die den Gleichungen (36) genügen. 

§ 23. Die Bestimmung der Grössen Xf^ erfordert nach dem er- 
wähnten Satz des Hrn. Weingarten die Integration zweier gewöhnlichen 
linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 

Man kann dies noch auf andere Weise erkennen. Die DifFerential- 



^ Grelles Journal, Bd. 94 and 95. 
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gleichungen (36) lauten ausgeschrieben, unter Weglassung des oberen 
Index : 

<^^i = (n») » ^^) ^1 — (^w ' ^i*) ^8 ; 
dXj = (r(,) , du)X^ — (r(,) , du)X^ ; 

Setzt man, um die Gleichung SX' = i identisch zu befriedigen, 



^ « — y 



^,= 



I — a?y 

x — y 



X — ^ + ^y 



so erhält man nach einiger Rechnung statt der drei angeschriebenen Glei- 
chungen die eine Riccatische, der x und y genügen: 

(41) d^^ = l {(^j) — »n») yd^) + ^ (^1) jdu)x — (r(,) + ir(,) , rfu)a;'}. 

Hängen die r^i^ nur von einer Variabein ab, so sind für die Integrabilität 
von (41) keine weiteren Bedingungen erforderlich. Im Falle zweier un- 
abhängiger Veränderlichen zerfällt die Gleichung in zwei gewöhnliche 
Differentialgleichungen nach je einer der Variabein, und diese kann man 
(als Riccatische) leicht in bekannter Weise auf lineare Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung zurückführen. 

§ 24. Bezeichnet man die Form r^,) -f r^j) mit G^ und wählt T so, 
dass (r(5) , r^,)) = i wird, so ist {Gi , xr^^^) = {r^^^ , x), also nach (40') auch 

(?i,^— i-r(,)j. Führt man also mittelst der Formeln (D) 



n») = 



P(i) = 



dz 



ein, so wird nach (40') und (D): 



y/ArZ 



(E) 






\/A.« 



XW = 



8 



ejz.xf^) . 



v/A.^ 



»■(») = 



n») = 



»•(.) = 



d;9 



VA,« 

— A(g» Aig)<^g + A|g^A,g 

Ö(«, A»«)v^Ä^ 

— 2A»gAig^g + Aiig^^Ai» 

Ö(« , Ax^) . At« 
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wobei die Differential parameter aus der Form G^ gebildet sind. Wenn 

ist, so genügen die XJ*^ identisch den Orthogonalitätsbedingungen, die r^^^ 
den Relationen (C) und die dXf^ den Gleichungen (36). Jedes orthogonale 
System, in welchem weder Ir^^^ noch Ir^^-^ verschwindet, ist durch die 
Formeln (E) darstellbar. Alle von z abhängigen Funktionen liefern, in 
(E) eingesetzt, dasselbe orthogonale System. 

VIII. 

§ 25. Die Aufgabe, alle Biegungen einer gegebenen Fläche zu be- 
stimmen, führt auf die andere, eine quadratische Differentialform von nicht 
verschwindender Discriminante als Summe dreier Quadrate exakter Diffe- 
rentiale darzustellen. 

Hat man überhaupt {Ä , ocx) als Summe dreier Quadrate dargestellt: 

{Ä , xy) = ?(«(,-) , x){a(^ , y), (1=1,2, 3) 

und ist T* wieder die Discriminante von A, so ist 

2 = {Ä,Ä) = r(fl(,^,0(»))'. 

Bezeichnet man die drei Grössen (a(,) , «(,)) , («(,) , a(,)) , («(,) , 0(,)) beziehungs- 
weise mit Oj , «j , o, so wird daraus 

und damit 

Ferner ist nach (18') 

(42) Ya^{a^^,p) = o, 

und dies ist zugleich die einzige lineare Relation, die zwischen den Formen 
a^^ bestehen kann. 
Endlich ist noch 

(43) T{A , a(,^p)(a(.^ , Ä?) = — ?(% y »(«(i) , a;) = — (-4 , ^px) = (p , rc) 
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also 

(43') ?(^ , «(oP)(^ . «(0?) = U . i>?)- 

Mit (42) folgt aus (43) für ein beliebiges ä: 

(44) ^ [{A , a(»-)p) + h . aj(a(,^ , ä;) = (jp , a:), 

und dies ist die allgemeinste Darstellung von p durch a^^^y a^^^, ^(j). 

§ 26. Ist nun A speciell als Summe der Quadrate dreier exakten 

Differentiale 

dZi = (i?(,-) , du) 

dargestellt, so ist Ä — zl^>^ ^= z^^ + z^^ eine Form der Krümmung null; 
und umgekehrt: ist die Krümmung von A — z},^ null, so kann man durch 
eine Quadratur zwei Differentiale dz^ und dz^ bestimmen, so dass 

A ^(,) = ^(,) + ^(8) 

wird. 

Um die Krümmung von A — z^^^^ zu berechnen, sei, wie in (29), 

gesetzt, was im allgemeinen, und, wenn Realität verlangt wird, stets 
möglich ist. Dadurch wird für z = ^(,), C= Ci = yji --{A , zz): 

{A , xx) = (i)(,) jxy+ (p(,) , x)\ (p(i) , i?(,)) = I , 
{A yxx) — {zyxy= (?(,) ,ooy + (?(2) j oo)\ (?(,) , ^(2)) = c 
wobei 

Nunmehr ist nach (24) 
weil ja {z , rfw) ein exaktes Differential sein soll. Mithin ist 
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und daraus nach (C), weil g^^^ = p^^f. 

,„ = ;«., «„d /,,., = 'ir._i,(p..„?^). 

Es war 

somit ist l^'-^^ — 2:^^ und nach (29") und (32'") 

\Pi*) ' ^j - 2C. {A , »i) r ' ^~l^i~/ ~ ~T' 

Wir erhalten mithin für die Krümmung von A — dz* den Ausdruck 

{Z,(i - A,^) - A„^}(i - A^;?)-' 

» _ 

und damit den bekannten Satz: 

XV. Genügt z der Differentialgleichung 

(F) ' A„^ = Z,(i — t^^z\ 

und ist Aj;8?^ I, so kann man durch Quadraturen zwei Funktionen x^y 
bestimmen, derart dass [A ^ dudu) = dx^ + dy^ + dz^ wird. 

Ist A^z = I, so ist nach (33) A^^z = o und (F) erfüllt Anderer- 
seits ist die Discriminante von A — dz^ null, d. h. 

{A , dudu) = dz^ + {p , dudu)y 

wo p nur im Falle Ä^ = o ein exaktes Differential sein kann. Die Diffe- 
rentialgleichung besitzt also Integrale, die zu dem Deformationsproblem 
in keinerlei Beziehung stehen. Ausserdem werden die Funktionen x und 
y nur dann reell, wenn A^z < i ist Nach irgend welchen bekannten 
Methoden ist die Gleichung nur in dem fast trivialen Fall X^ = o zu 
integrieren. 




§27. Differentiiert man beide Seiten der Gleichung 

{Ajxy)^ ?(%) , x){z^f^ , y), (i = i , 2 , 3) 



5 
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drückt dz^fy durch Z,- aas und schreibt p für du^ so kommt: 

Z(Z.. , xp){z^i, , y) + T{Z, , yp){z^iy , x) = o. 

Vertauscht man p j x y y, so folgt aus der Symmetrie der Formen Z^: 

^{ZiyOCy){z^iyjP) =0. 

Da die Gleichung (42) die einzige lineare Relation zwischen den Formen 
a^,^ ist, muss 

(45) {^i y^) = — Ci{C , xy) oder {dz^^y , x) = — C(C , xdu) 

sein, wobei auch C eine symmetrische Form ist. Sie wird in der Flächen- 
theorie als zweite Fundamentalform bezeichnet und lässt sich als: 

(45') (C , xdu) = 2:rfC(^(o , ^) = — 5^C(^i , xdu) 

darstellen. 

Das Differential dQ sei mit (^^^ , du) bezeichnet. Damit' ist 

Drückt man die C durch die jsr^j) aus und beachtet (f .^ ,' z^,-,) = o, so wird: 

S 3 

also allgemein: 

(46) (^(0 , ^) = — (^co y "^)- 



Hieraus ergiebt sich nach (23) und (430- 



Diese Form, welche das Quadrat des Linienelementes der Gauss'schen 
Kugel darstellt, sei mit {G , xx) bezeichnet. Man findet leicht: 

l{G,G)=Dg = {Dc)\ 

De sei mit K bezeichnet und der Fall K=o von der weiteren Betrach- 
tun<y aus<'eschlossen. Dann ist mit A und C auch G bekannt, und die 
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Bestimmung der Q erfordert die Integration der im VII**" Capitel er- 
wähnten Riccatischen Gleichung. Hiermit hat man auch die Formen g^^y, 
denn aus (46) folgte indem man """"x für x setzt: 

(46') {z^^ yx) = — K'\z^, , ^^x) = — K'-'iA , %^x). 

Diese Ausdrücke erfüllen identisch die Forderung 

§ 28. Die angegebenen Schritte sind dann und nur dann ausführbar, 
wenn die Ausdrücke (46') integrabel sind und K^= i ist. Um die Be- 
dingungen dafür aufzustellen, führe ich neben den in bezug auf Ä auch 
die in bezug auf G gebildeten Invarianten ein und unterscheide sie durch 
einen Strich ' von den ersteren. Da Dg=K^j kann T'=JSrT gewählt werden. 

Zunächst folgt aus (46'), indem man für x links Kx, rechts — ^'^a? 

einsetzt: 

iPiz^, ,x) = {Ä, %^^'x) = {G , z,,^^x). 

Von den Systemen z^^ yZ^^jAj G und C sind die mit lateinischen Buchstaben 
zu schreibenden Coefficienten von der speciellen Wahl von T unabhängig 

definiert. Daraus ergiebt sich, dass auch (z^i^jx) = ^z^^i^x ^ nicht enthält, 

während in ((r^^/rr) T' im Nenner steht (cf. § 10 und 11). Daher lautet 
die letzte Gleichung, mit T' = TK in Bezug auf G gebildet: 

(46") Wi^.xy = {G,\i^xy. 

Die Integrabilitätsbedingung von z^^^ ist erfüllt, wenn (^'%) , x) eine sym- 
metrische Form in x und du ist. Nun ist ffG = o, also 



(46'") (<y%, , x)' = {G , d--z^;x)' + {G , %''ic)'. 

Aus der Definitionsgleichung von Gy 

r(i(,-), xf = {G, xx), 
kann aber genau wie in § 27, Gl. (45, 45'), geschlossen werden, dass 

{d'z^,,xy C\{B,xdu)' 
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sein musSy wenn 

Ci = fe, %))' = 4(^(2)» %) u. g. f. und (B, xdu)' = T rfC< (^(i) » «)' • 



Nun ist nach (46) 



(^(2) J ^(8)) — \^(7) y ''"^(S)) — ^{^(2) ) ^(8))> 



also allgemein (f^' = (^., d. h. B = G und 

Damit wird die erste Form der rechten Seite in (46'") zu 

jedenfalls also symmetrisch in Bezug auf x und dUy und es bleibt die- 
selbe Bedingung noch für (G^, li^^^'^xy— — ({?'C, ^\i^xy zu erfüllen. Da unter 
den drei Formen ^"z^^ zwei linear unabhängige sind, kann ein beliebiges 
System y für %■) gesetzt werden, so dass endlich die Integrabilität der 
Ausdrücke (46") durch folgende Identität bedingt wird: 

(G) {d[C,yd,uy = {d',C,yd,uy. 

§ 29. Um Kg zu berechnen bringt man am besten die drei Formen 
A,C, G auf die gemeinsame Normalform. Man überzeugt sich leicht, 
dass dabei 

C = ^iP(\) + ^Pw. ■ 

0= = m) + «) 

wird. Es ist nämlich nach § 13 

(^,C?) = A, +X„ K=\X„ 
womit sich aus 

ö= {A,C)G — KÄ 

der gewünschte Ausdruck für Q ergiebt. 
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Setzt man noch 








?(i) ^iP(\)y 


9(i) ^P(i)f 









SO wird 

Die algebraische Beziehung zwischen den drei Formen A^CjG ist also 
symmetrisch in Bezug auf A und G. 

Zunächst ergiebt sich, wenn (28') auf y(i)j?(2) angewandt wird, aus 

(C, xy)' = r(p(^,,y)'(?(,),x)': 

((?'C,ajj/)'=jZ((?'P(^),y)'(j,,),a;)'} + (y(3),rfw^^ 
also 

(rf^M , <^2^)'[ j 5; 2'Po>) . (g(^), X)' j + (p^,) , y(sj)'(?(t^) . ^)' — (P(2) y y(8))'(?(i) . ^)']- 

Da dieser Ausdruck nach (G) null ist, müssen die Coefficienten von q^^^ und 
^(2) einzeln verschwinden. Beachtet man dabei, dass p^j,^ = f^pQip) "^^ 

ist, so kommt: 

oder, da 

(47) Ip = K. l'p ist: 

d. h. nach (28") und (18') 

(G') . . -P(8) = ?(8). 

Da diese Bedingung mit (G) gleichbedeutend, andererseits aber vollkommen 
symmetrisch in Bezug auf die Formen Ä und G ist, gilt (G) auch, wenn 
die Operation d' durch d ersetzt wird. Die Formel (G) ist identisch mit 
den sogenannten Codamschen Formeln. 
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Nach (G') ist nunmehr 
d. h. nach (47): 

woraus sich, da Äj^ = i sein soll, die Gauss'sche Relation 

K = K^ 

ergiebt. 

Damit erhält man folgenden Satz: 

XVI. Zu jedem Tripel von Funktionen z^^z^jZ^j welche die Bedingung 

dz\ + dz\ + dz\ = {A , dudu\ [K, > o) 

erfüllen, gehört eine symmetrische Form C, welche den Relationen 

De = ü;, 

{d^G , xd^u) — {^iC j xd^u) = o 

genügt, und umgekehrt. Die Bestimmung der dZi aus A und C erfordert die 
Integration einer totalen Riccatischen Differentialgleichung. 



X. 

§ 30. Wenn man A auf zwei verschiedene Weisen als Summe dreier 
Quadrate dargestellt hat: 

{A , xx) = i:(a(,^ , xy = Y{zg,) , x)\ 

SO existiert ein und nur ein orthogonales System der Determinante + ^> 
welches die Bedingungen 

(48) z,,, = Xa^^Xf^ 

erfüllt. Nach (44) muss dabei 

^ Weingarten, Festschrift der techn. Hochschule zu Berlin, 1884; pag. 
25, Gleich. 13. 
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und aus Symmetriegründen (weil auch a^^ = ^X^^^z^x'^ ist) 

sein. Die Orthogonalitatsbedingungen reduzieren sich nach (42) und (43') 

auf 

Ä' = I, . 

und man rechnet leicht nach, dass ä der Wert der Determinante des 
Orthogonalsystems ist. 

Umgekehrt folgt ausden Orthogonalitatsbedingungen wieder: ^zly^^^a^-^ , 

so dass durch den Ansatz (48) die Forderung ^z^) = -4 in allgemeinster 
Weise identisch befriedigt ist. Damit fahrt das Deformationsproblem auf 
die Aufgabe, alle orthogonalen Systeme zu bestimmen, für die die Formen 
z^x) i^ (48) exakte Differentiale dzx werden. 

Die Integrabilitatsbedingungen der z^x) werden unter Einführung der 
Formen r^^^ des siebenten Kapitels zu 

la^^ + ?K*) ; n*o) = 0, (i, Ä = 1 , 2 , 3) 

oder ausgeschrieben: 

(49) Ja(i) = (a^,) , r(,)) — {a^,^ , r^,)); la^,^ = {a^,^ , r^,^ — {a^,^ , r^,^)] 

I^iz) = Kl) y ^(s)) (ö(2) j ^0)). ^ 

Ausser diesen algebraischen Gleichungen unterliegen die Formen r^^ noch 
den Gleichungen (C). und umgekehrt, wenn drei Formen r^^^ den Gleich- 
ungen (C) und (49) genügen, so existieren orthogonale Systeme, die (36) 
erfüllen, und für alle diese Systeme sind die Formen 

{z^x)jdu) = T{a^i^ydu)Xf^ 

exakte Diflferentiale. 

Ferner gilt folgender Satz: 

XVII. Kennt man von dem zu einer Lösung z^i^ , ^(,) , z^^^^ gehörigen 
Orthogonalsystem drei Grössen mit demselben unteren Index {etwa i ), und sind 
derselben von einander unabhängige Funktionen^ so kennt man auch die 
übrigen Grössen, des Systems und damit z^^^ , z^^y ^wt? z^^^ selbst, 

* Cf. Darboux, Bd. I, Cap. VII. 
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Zun&chst ist n&mlich die Discriminante von 

nicht null ; daher giebt es unendlich viele Paare g^^^ , g^^^ von unabhängigen 
Formen, für die 

Gl =F= glt) + g\ty 

Drückt man die r(,) , r(,) durch ein specielles solches Paar linear aus, so 
bilden die Coefficienten wegen 

^^) 4- »"(s) = oll) + 9\%) 
ein orthogonales System, so dass man 

^(2) = 5^(2) sin F + 5^(8) cos jp; r(3) = — g^^^ cos j^ + g^^>^ sin j^ 

setzen kann. Durch 

ist dann ^ und damit r^^^ und r^j) selbst zweideutig bestimmt. Nach (40') 
findet man daraus unmittelbar die andern Reihen des SystemS; w. z. b. w. 

§ 31. Die Zweideutigkeit beschränkt sich auf das Vorzeichen der 
r^i^ , wenn /a(,) = o ist. Diese Thatsache führt auf zwei besonders ein- 
fache Specialisierungen, indem man entweder auch la^^^ und -?«(,), oder 
aber a^,) selbst als identisch verschwindend annimmt. Im ersten Fall wftre 
in dem Tripel a^x) > ^(3) ? ^(s) ^^^^ particulare Lösung der Aufgabe von vorn- 
herein bekannt. Dies entspricht auch vollständig dem geometrischen Sinn 
des Deformationsproblems, bei dem es sich um die Biegungen einer »^e- 
gebenen Flächest handelt. Da auch zugleich die Gleichungen (49) homogen 
werden, dürfte die Untersuchung dieses Falles vielleicht lohnend sein. 

Unter der zweiten Annahme, dass eine der Formen «(,-), — und zwar 
sei dies jetzt a^j) — identisch null sei, geht zwar die Symmetrie der 
Gleichungen (49) verloren, dafür aber bestimmen die beiden ersten, 

r(,) vollständig, und zwar ist r(,) dieselbe Form, die im IV**"^ Capitel für 
a^,) =jP(i)t ö(ii) =i^(«) ™it P{9) bezeichnet war, also auch Ir^^^ «=» K^. 
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Ist aber r^g) bekannt, so ist auch die zur Darstellung des orthogonalen 
Systems durch die Formeln (E) dienende Hülfsfunktion z als Funktion 
von u^ , Wj definiert. Und zwar muss z = const. das allgemeine Integral 
von (r^j) , du) = o sein ; aber z muss nicht die allgemeinste Funktion sein, 
die diese Bedingung erfüllt; denn die allgemeinste Funktion ist f^{z)f 
und diese liefert dasselbe orthogonale System, wie z^ 

Hat man für z eine specielle Wahl getroffen, so ist nach (E) das 
Quadrat a des zu z gehörigen Multiplicators von r^,) gleich der in Bezug 

auf die Form Gi = ^dXf^dX^^^ zu bildenden Invariante A^Zy vorausge- 
setzt, dass die Discriminante von Gi nicht null ist. 

Um die Formeln (E) anwenden zu können sei wieder der Fall Ä], = o 
ausgeschlossen. Dann ist r^) kein exaktes Differential und z und A^z = a 
sind wohlbestimmte, unabhängige Funktionen z{u^ , w,), a{u^ , u^ von u^ 
und w,. Daher sind die X^i^ auch Funktionen von z und a, und um- 
gekehrt sind z und a Funtionen zweier der X^^^ oder überhaupt zweier 
unabhängiger Parameter x^jX^j durch die man die X^/^ so dargestellt hat, 
dass die Summe ihrer Quadrate identisch i ist. Dann gilt aber der Satz: 

XVIII. Kennt man z als Funktion von x^ , x^^ so kennt man das ganze 
orthogonale System und die zugehörige Lösung Z(j,) , z^^^ , z^'^^ . 

Man kennt nämlich (tj in seiner Darstellung durch x^ , x^j also mit 
z auch <T = AjÄ? als Funktion von x^ j x^. Damit kennt man, den funk- 
tionalen Zusammenhang zwischen den u und den o;, d. h. man kennt 
die X^j^^ und nach Satz XVII oder durch die Formeln (E) das ganze System. 

§ 32. Es bleibt noch die Frage: Wie darf z als Funktion von x^jX^ 
gewählt werden^ damit es wirklieh zu einer Lösung des Problems gehört? 

Die Darstellung des orthogonalen Systems durch (E) befriedigt die 
Orthogonalitätsbedingungen und die Gleichungen (C*) identisch. Durch die 
Annahme z = z{u^ , w^), A^z = (t{u^ , w,) wurden die Gleichungen 

erfüllt. Es bleibt also nur noch: 

(49') (ö(i) , r^,)) — («(,) , r(,)) = o. 
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Führt man in Ä z und a als neue Veränderliche ein, so werde 

(«(,) , du) = adz + adffy 

(«(5) , du) = bdz + ßd(Tj 

wo a , a j b , ß bekannte Funktionen von z und a sind. Dann lautet (49') 
ausgeschrieben und mit 0{zy A^z)yJ^^z multipliciert: 

(W) aA,z + a A (^ , A,z) — b ^^ — 2ßA,^z y/'^z = o, 

vAi» 

worin die Invarianten aus der Form G^ in x^ , x^ gebildet sind und für a 
überall A^z zu setzen ist. Hiermit folgt der Satz: 

XIX. Zu Jedem Integral z der Differentialgleichung (W), für welches 
A^z eine von z unabhängige Funktion isty gehört eine Lösung des Deforma- 
tionsproblems, für die die Form G^ des zugehörigen Orthogonalsystems eine 
nicht verschwindende Discriminante besitzt^ und umgekehrt. 

Wenn also Lösungen des Problems existieren, für die die Discrimi- 
nante von (?j null ist, so werden sie durch die Integration der Diflferen- 
tialgleichung (W) nicht gefunden. 

Die DiflFerentialgleichung ist zuerst von Hrn. Weingarten in der Preis- 
schrift , aufgestellt worden. Sie lasst sich, wie Herr Weingarten ebenda 
gezeigt hat, für sämtliche bis jetzt bekannten Fälle, in denen das Deforma- 
tionsproblem vollständig gelöst ist, nach bekannten Methoden integrieren, 
für das Rotationsparaboloid z. B. durch Zwischenintegrale. 

§ 33. Herr Weingarten bezeichnet die Einführung der Variabein z 
und a in die quadratische Form A als Reduktion der Form. Das Kri- 
terium, ob die Form {adz + ada)^-}- {bdz + ßda)^ reduziert ist, und ob zu 
der Zerlegung in zwei Quadrate die Form [r^^^jdu)^= — rf^:y^ gehört, lautet 

oder ausgeschrieben: 






a 



da dz yjff da da ^^ 



Das Kriterium, ob eine noch nicht in Quadrate zerlegte Form A redu- 
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ziert ist, d. h. ob in ihr r^g) = gewählt werden darf, ist nach 

Satz XI: 

I 



Irr.. = ä: oder T. K„ = 



(8) — -^a ^^^^ -^ ' ^a — ^ /-8' 

Die zugehörige Zerlegung ergiebt sich nach demselben Satz durch eine 

Quadratur. 

Aus einer nicht reduzierten Form {A , dudu) kann man durch eine 

Quadratur jederzeit eine reduzierte herstellen. Wählt man nÄmlich r^^=zo, 

d. h. 

{r^z)jdu) = r,^^du,y 

so wird wegen Ir^^^ = JST. 



^=Tir„ r,,, = fTKJu,. 



Führt mau also 



z = u„ tf = (^JtKJu^ ' 



dz 

als neue Variable ein, so wird, wie verlangt, r^g) zu =, bei geeigneter 

• ^^ 
Definition der Vorzeichens von yja* 

Diese Reduktion und Zerlegung einer gegebenen Form durch Qua- 
draturen ist in der a. v. S. angeführten Arbeit des Hrn. Weingarten in 
ausführlichster Weise dargestellt. 



XI. 

§ 34. Da durch die Integration der Differentialgleichung (W) die- 
jenigen Lösungen des Problems, für die die Discriminante von G^ ver- 
schwindet, nicht gefunden werden, so entsteht die Aufgabe, im gegebenen 
Falle zu entscheiden, ob solche Lösungen existieren, und, wenn dies der 
Fall ist, die zu ihrer Auffindung notwendigen Schritte anzugeben. Ob- 
gleich das Auftreten solcher Lösungen durchaus singulär ist, kann man 
trotzdem für eine beliebige Form A die Beduktion und die Aufstellung der 
Differentialgleichung auf unendlich vielfache Weise so ausfuhren, dass eine 
beliebige, vorgeschriebene Lösung durch die Integration der Differentialgleichung 
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nicht gefunden wird. Um dies einzusehen, bedient man sich am besten der 
geometrischen Anschauung. 

Da «(,) identisch null ist, hat man nach (48) längs der Curven (a^,) , dw) =« o : 

dz^ : dz^ : dz, = X<'> : Xf : X^^\ 

also sind die X^^^ die Richtungscosinus der Tangenten der Curven 
(a(j) , dv) = o. 

Wenn nun die Discriminante von O^ = r^^ + r^g) null ißt, so sind 
r(a) und r(8) abhangige Formen, d. h. r(j) ist durch r(,) teilbar. Das gleiche 
gilt von den dX^i;\ da sie nach (40) lineare Verbindungen aus r^,) und 
r(,) sind. Längs der Curven {r^^^^du) = o ist also dX^^^ = o, d. h.: 

Ist die Discriminante von G^ null, so sind die Tangenten der Curven 
(a^,) , rfw) = o längs der Curven {r^,^ , rfw) = o einander parallel. 

Die Curven (r^g) , rfw) = o sind also Schattengrenzen der Fläche bei 
Beleuchtung aus unendlicher Entfernung und mögen kurz als Streiflinien 
der Fläche bezeichnet werden. Auf jeder Fläche nicht verschwindender 
Krümmung giebt es 00' Streif linien; jedem unendlich fernen Punkte ent- 
spricht eine, und längs einer jeden ist der Fläche ein Cylinder um- 
schrieben. 

Wählt man daher auf einer Fläche 3^ vom Linienelement ds = ^{A , du du) 
eine einfach unendliche Schaar Streiflinien, so umhüllen die erzeugenden 
Geraden der zugehörigen Cylinder eine Schaar von Curven der Fläche, 
etwa {pjdu) = o. Setzt man (jp , du):yjA,pp = («(2) , du), so ist 

und die Discriminante von Gi verschwindet, da die Cosinus der Tangenten 
der Curven (a(a),c?w) = o nur von dem Parameter der Streif linien abhängen. 

Bildet man also aus «(i) und a^,) »-(g), bringt es auf die Form dziyja 
(was ohne Integration ausführbar ist, wenn die Streiflinienschaar durch 
eine endliche Gleichung gegeben war) und stellt die Diflferentialglei- 
chung für z auf, so liefert die Integration derselben die Fläche ff nicht, 
w. z. b. w. 

Andererseits giebt es für Jede Form ^ A Differentialgleichungen (W), 



^ ftc. nicht verschwiDdeiider KrttmmiiDg. 
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die sämmtliche Lösungen des Problems liefern, d. h. es giebt auf jeder 
Fl&ehe eine Sehaar von Curven, die für keine Biegung der Fläche sämt- 
lich Streiflinien werden. 

Wählt man z. B. für a(,) ein exaktes Differential, so wird la^^^ = o und 
r^g) durch a^j) teilbar, d. h. die Curven (a(j) , du) = o und (r^,) , du) = o fallen 
zusammen. Sind aber die Tangenten der a(,)-Curven längs dieser Curven 
selbst parallel, so sind die Curven Gerade, die Fläche ist geradlinig. 

Bringt man also Ä — was immer inöglich i^^ •— auf die Gestalt 

dp^ + Pdq\ 
wo P nicht von der Gestalt 

ist, so liefern die Formen 

{(iii)fdu) = dp, 

(a(2) , du) = Pdq 

eine Differentialgleichung (W), der keine Lösung des Problems entgeht. 

§ 35- Wenn die Discriminante von Gi null ist, ist (^(2)>^(j)) = o. 
Im Kapitel VI war gezeigt, dass man dann im allgemeinen 

{r^x)jdu) = dp, {r^^^,du)= coB{p—p^)dt, {r^i)ydu) = —Bm{p—p^)dt 

setzen kann, wobei p^ nur von t abhängt. Ist = const. wieder das all- 
gemeine Integral von r^^^ = 0, — y/ä der zugehörige Multiplikator, dann 
ist t eine Punktion von z allein, ebenso p^. Durch diese beiden ist p 
gegeben; es wird 

(51) Bm(i,-i,J^* = -L, 

also 

(51O P = Po + aresin— p, 

wenn 3- = r gesetzt wird. 

Es bleibt also zu entscheiden, ob zwei Funktionen p^ und r von z 
so bestimmt werden können, dass die Gleichung 

(«(1) y nt)) = («W » ni)) 
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identisch erfüllt ist. Dieselbe wird unter Beachtung der Relationen 

a t 

(r(,) , du) = dp, r(,) = — cotg Cp — ?)o)n«)» • (n») > «(«) = ^^w 



zu 



(52) cotgb— i'<,)M») = («w.^)' 

und, wenn man A als reduzierte Form annimmt, u^=Zy u^='(r setzt und 
p nach (51, 51') ausdrückt, zu 

(P) ('■■'-■)(g-'|)+i-^^ + ^riv/?^ = o. 

XX. Dann und nur dann, wenn zwei Funktionen r und p^ von z allein 
der Gleichung (P) genügen^ liefert die Differentialgleichung (W) nicht sämmt- 
liehe Lösungen des Deformationsproblems. 

Die Entscheidung, ob solche Funktionen existieren, wie auch die Be- 
stimmung von Pq und r erfordert in jedem einzelnen Fall eine endliche 
Anzahl von Operationen und ist jederzeit ausführbar. Hat man p^ und 
r, so sind die 7\^ bekannt, und die Bestimmung des orthogonalen Systems 
führt auf die Integration der Riccatischen Gleichung in Kap. VII. Die- 
selbe wird, wenn man 

setzt, zu 

^ = — i sin {rj + pj, 

d. h. die Bestimmung derjenigen Lösungen^welche bei der Integration 
der Gleichung (W) verloren gehen, erfordert^die Integration einer gewöhn^ 
liehen Differentialgleichung erster Ordnung. 
Nach Kap. VI kann auch 

r(i) = dpj r(2) = e^^dtj r^g) = ie'^'dt 
gesetzt werden. 



Dann wird: 



iepi = '-, 



zy/ü 



und für (49') kommt: 
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oder nach (24): 

4. fa. es muss -7? einen Multiplikator besitzen, der nur von z abhängig 

ist. Die zugehörige Riccatische Differentialgleichung wird zu ^ = e"*"^ 

für X = e^^"^^^ und gestattet die Bestimmung der (offenbar imaginären) 
Flachen ohne weiteres. 

Es sei noch bemerkt, dass man durch Quadraturen beliebig viele 
Beispiele solcher singulären Differentialgleichungen (W) herstellen kann. 
Wählt man nämlich ß , r und p^ beliebig, so ergiebt sich b aus (P) durch 
eine Quadratur. Denn man kann (52) auch so schreiben: 

i(cos (w — w,) a^j)) = («(,) ^) sin {w — w^), 
und da — = o, ergiebt sich daraus: 



^{b cos (p — p,)) = ^(/9 cos {p — p,)) — ß sin {p - p^-^ 



Aus b und ß findet man nach (50) a und durch eine zweite Quadratur a. 




§ 36. Zur Erläuterung des Vorstehenden mögen kurz einige be- 
kannte Sätze über Rotationsflächen abgeleitet werden. Sei 

das Quadrat des Linienelementes einer Rotationsfläche, also P eine Funk- 
tion von u allein. Wählt man 

•■ 

a^^ = Pdv, 0(j) => du, 
80 wird 
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also kann z = v^ a — f^j gesetzt werden, und man erh&lt: 

A = Tdz" + odP^ = Prf^« + aFHa\ 
WO P jetzt als Funktion von (y aufzufassen und P' = -— ist. Dadurch wird 

atr 
= PdZy «(,) ==: yfaFda 



(53) 






«(I) 




d 


h. a = 


P, 


und für 


(W) 


kommt: 




• (R) 






Z 


wobei 









f?(^) = ^, also P = ce^^'^'^ ist. 

^ ist mithin nicht identisch null, sonst aber ganz beliebig. 

Zunächst überzeugt man sich leicht, ddss die Differentialgleichung 
(R) Integrale besitzen kann, die mit dem Deformationsproblem nichts zu 
thun haben. Denn wenn p{a) für a^=^a^ verschwindet, so genügt jedes 
Integral von 

A,^ = ^0 

auch (R), wahrend doch £^^z keine von z unabhängige Funktion, vielmehr 
eine Constante e^ ist. 

Zweitens gehen bei der Integration der Differentialgleichung Flächen 
verloren. (P) wird nämlich zu 



t' = rpJy^rV— I, 

was für r' = o, pj = o möglich ist. p^ kann unbeschadet der Allgemein- 
heit gleich null angenommen werden, dagegen ist r von null verschieden. 
Die Integration der zu den Formen 

r^jj = dpf r(a) — cospdtj r^^^ — — sixipdt 

gehörigen Riccatischen Differentialgleichung kann man vermeiden. Es wird 

G^g = dp^ + coB^ pdt^f 
so dass 

(54) X^^^ — cos I? cos tj X?^ = cosjp sin ^, X^'^ = sinp 
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gesetzt werden kann. Für die andern findet man aus dX^^^ = X^/V^g) — X!^h\i>^: 

X^i^ = — sin<, X^^^ = sinpcosif, 
Xf^ = coatj X^2^ = sin psmt, 

Beachtet man noch, dass sinp = i :r^^, r = const., so erhält man für die z^: 

p p /p\ ^ p' 

z^ = — cos<, z^ = — sin^, z^ = f\ — \ = J VrV— i —da^ 

also werden die zu du^ + P^dv^ gehörigen Rotationsflächen durch (R) nicht 
gefunden. 

§ 37. Stellt man die X^^^ durch die Formeln (54) dar, schreibt 
aber x und y für p und <, so wird 

Gl = dx^ + cos^ xdy^. 

Für diese Wahl von G^ besitzt (R), wie leicht nachzuweisen, das parti- 
culftre Integral von der Form f^{x) -{- ip{y): 

J y cos a; 

wobei (T durch die Gleichung 

1 Tjfi 

P{a) = e^ •/ ^(-) = ^ , m = const. 

^ ' sin« 

als Funktion von x allein gegeben ist. 

Man erhält aus diesem Integral die Schraubenfiächen mit der z^ Achse 
als Drehungsachse: 

z^=r cos j^, z^ = r sin 5^, z^ = f{r) + gp, 



wo 



TT 



r = y/p^c*---'m\'^y (p=y — -; g = mc\ 



f{r) =^j\/7^g 



T — 
r 



§ 38. Wählt man als Gleichung der Rotationsfläche 



2, == «c log y/aj + «;, 
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SO wird (R) zu: 

Dies ist die Gleichung (F) des VIIP° Kapitels für K=\. Daraus folgt 
der aus der Theorie der Weingartenschen Flachen bekannte Satz: 

Kennt man alle Biegungen der J^otationsfläche der logarithmischen Linie^ 
so findet man durch Quadraturen alle Flächen constanter Krümmung^ und 
umgekehrt. 

§ 39. In seinen Untersuchungen über die Flächen, zwischen deren 
Hauptkrünimungen eine Gleichung besteht, hat Hr. Weingarten gezeigt, 
dass das Deformationsproblem der Rotationsflächen äquivalent ist mit der 
Aufgabe, alle Formen der Krümmung i von der Gestalt: 

pdz^ + p{p)<^Q^ = {^i j dxdx) 
zu finden. Setzt man nämlich statt (53): 

a(2) == Pdz, «(i) = — yja Pd(Tj 

so wird (W) zu 

FA,z/S.{z, A^z) + P^^^z = o, 

und wenn man Aj, nach (32) ausdrückt, zu: 



^2^ = (p ""i)^(^' ^i^) = ^• 



Für dz = {r^dx) ist nach der Formel für A^iSf in § 18 A^z= I{^r)f mithin: 

7.- ''"•>+ (''■''"4) -°- 

p 
Nach (24) ist also - ein Multiplikator von V, d. h. es ist 

v^ 

und 

also von der verlangten Gestalt. 



